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RESUMO

As redes neurais artificiais s3o uma metodologia emergente na avaliagdo de bens, em geral, e de imoveis,
em particular. No entanto, o emprego desta técnica fornece estimativas pontuais de valor. E importante,
na maioria das aplicagdes, especialmente na avaliagdo, uma estimativa da confiabilidade do valor
calculado, o intervalo de confianga. Neste artigo, serd apresentada uma metodologia para o céalculo do
intervalo de confianca de um valor pontual estimado, considerando a rede neural inferida como uma

regressdo ndo linear multipla.
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Confidence interval determination on artificial neural networks

ABSTRACT

Artificial neural networks are an emergent methodology on asset appraisal, in general, and real estate, in
particular. However, this technique provides a punctual estimative of value. It is important, in most
applications, specially in appraisal, a reliability estimate of the calculated value, the confidence interval.
In this paper, a methodology to calculate confidence interval for an estimated punctual value will be
presented, considering the infered neural network as a multiple nonlinear regression.

Key-words: confidence intervals, artificial neural networks.



1. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Segundo Gonzéiles e Formoso (2000), redes neurais artificiais sdo modelos
computacionais que buscam emular o cérebro humano em sua forma de processar informagdes.
Elas sdo estruturalmente compostas por um conjunto de multiplos processadores (unidades),
cada qual tendo uma pequena quantidade de memoria, ligados entre si por canais de
comunicacdo (conectores), que tem a capacidade de transmitir dados numéricos, codificados em
varios formatos (sinais), a semelhanca do neur6nio humano. As unidades operam apenas seus
dados locais e suas entradas ocorrem pelas conexdes.

O modelo basico de uma rede neural artificial trata-se de uma série de neurdnios de
entrada (camada de entrada), os quais sdo responsaveis pelo primeiro processamento, utilizando
funcdes matemadticas e pesos € por um ou mais neuronios de saida (camada de saida), onde sdao
passadas as variaveis resposta.

O modelo de rede neural artificial mais difundido € o perceptron de multiplas camadas,
também conhecido como multilayer perceptron. Este modelo consiste na utilizagdo de camadas
de neuronios artificiais, sendo uma de entrada, uma de saida ¢ uma série de intermediarias,
também conhecidas como hidden layers. Dependendo do tipo de problema, pode-se usar diversas
camadas intermediarias, muito embora, de acordo com o Teorema de Kolmogorv-Nielsen,
qualquer funcdo ndo linear continua pode ser aproximada por uma rede multilayer perceptron
com uma camada intermedidria.

A Fig. 1 mostra uma configuracdo basica de rede neural multilayer perceptron com uma
camada intermedidria

Fig. 1: Rede neural multilayer perceptron com 1 camada oculta
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Para as ligagdes entre dois neurdnios 1 € j, teremos um peso especifico associado a
conexdo, wj. Para cada neurdnio, existe uma fun¢do de ativa¢do. No caso das multilayer
perceptron, as mais usadas sdo a linear, y = x e a sigmoide logistica, representada pela Eq. 1.

Y= = (D

Segundo Guedes (2001), € necessario treinar a rede neural, ou seja, apresentam-se pares
de dados de entrada e saida, permitindo a ela fazer associa¢des descobrindo assim a existéncia de
algum padrdo de comportamento.



O treinamento de uma rede multilayer perceptron ¢ feito pelo algoritmo de
retropropagacdo, também conhecido com regra delta generalizada. Ela consiste em ajustar os
pesos wij, conforme as entradas X, (Xi, X2,....Xp) € saidas yi (yi, y2,....yx). Uma descrigdo
detalhada pode ser encontrada em Guedes (2001), Azevedo, Brasil e Oliveira (2000) e Braga,
Carvalho e Ludemir (2003).

2. INTERVALO DE CONFIANCA

2.1 Conceito

O intervalo de confianca é um intervalo estimado para um pardmetro estatistico (por
exemplo, a média) e trata-se de um indicador de confiabilidade de uma estimativa. Em sentido
estrito, o intervalo de confianga para um parametro populacional é um intervalo com propor¢do p
associada (sendo 0 < p < 1), gerada por uma amostra aleatéria de uma populacao subjacente, de
tal forma que se a amostra for repetida inimeras vezes e o intervalo de confianga for recalculado
para cada amostra através do mesmo método, uma propor¢do p dos intervalos de confiancga
conteria o parametro estatistico em analise.

De acordo com Pires (2000), para uma amostra com média e variancia conhecidas, sendo
X a média observada de uma amostra aleatdria de dimensao n de uma populagdo normal (ou de
uma populacdo qualquer desde que n seja grande , sendo que neste caso o intervalo de confianga
sera aproximado), com varidncia conhecida o*, um intervalo de confianca a 100 x (1— a)% para
u (o verdadeiro valor do parametro estimado) ¢ dado pela Eq. 2:
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A Fig. 2, extraida de Dybowski e Roberts (2001) ilustra o conceito de intervalo de
confianga.

Fig. 2: Intervalo de confianca amostral em uma populacio
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2.2. Intervalo de Confianca para Regressao Linear

A regressdo linear ¢ uma técnica estatistica que busca relacionar uma determinada
varidvel — denominada varidvel dependente — com uma série de varidveis — denominadas
independentes — que guardam com aquela uma relacao de pertinéncia, de acordo com Eq. 3:

Vi = WiXj + Woxi2 + wiXz + ... FwiXik t e, 1=1,2,...,n 3)

sendo y; a varidvel dependente B; os regressores a serem determinados e wi as variaveis
independentes ou explicativas.

A teoria e as técnicas de regressdao linear sdo descritas em Dantas (1999) e Gujarati
(2000).

Considerando-se um valor estimado y, = wWiXjp + WaXon +... + WiXjp, sendo ¥}, o valor
estimado para yy, o vetor (Xip,...,Xin) dos valores para cada uma das varidveis independentes e
considerando s(yy, ) o desvio padrdo relativo a estimativa de yy,, S; o desvio padrdo dos residuos
do modelo, n o nimero de amostras utilizado na determinacdo do modelo, s(w;) o desvio padrao
do regressor 1, X;,; as médias para cada variavel independente e cov(w;,wy), sendo (1, 1=1, 2, ...,
k, I <1i), teremos as Eq. 4 e 5:

A ST _ k _ _
S(¥n)= ?lJr b (Xhi 'th)ZS(Wj)+22 (X 'Xhl)(xhj 'th)COV(Wj,Wl) 4)

j=1 I<j

Em notag@o matricial, temos:

s&h):sejiﬂx TN (X -X) (5)

2.3. Intervalo de Confian¢a para Regressao Nao Linear

Uma funcao de regressao do tipo y = f(x, #) quando a funcao que apresenta os melhores
estimadores para y, tal que: y = f(x;, é) +e;,sendo1=1, 2,...,n, &; € um termo estocastico de erro

¢ @ & ndo linear, ou seja, a fun¢do y ndo pode ser representada pela Eq. 6.
A p A )
y=1(x;,0)= 2 x36;,comj=1,2, ..p. (6)
j=1

De acordo com Donaldson e Schnabel (1985), existem trés métodos para se determinar o
intervalo de confianga para uma regressao nao linear:

e Linearizagdo dos regressores;

e Maxima verossimilhanga;

e Bootstrap.

Ainda de acordo com os autores, o método da linearizagdo dos regressores ¢ o mais
freqiientemente utilizado, pois requer menor poder computacional e produz resultados de mais
facil interpretacdo. Todavia, produz subestimativas dos intervalos de confianga. Os outros



métodos, apesar de apresentar estimativas melhores, requerem grande poder de computagdo e
produzem resultados que muitas vezes sao dificeis de interpretar.

Neste ambito, estudaremos o método da linearizagao para a determinacao de intervalos de
confianga m regressoes lineares. Ainda, na linha dos autores, quando a determinagdo dos

A A —1
parametros 6 (49 = (XTX) XTYJ , sendo X a matriz das variaveis independentes, Y a matriz das

variaveis dependentes e as notagdes T indicando matriz transposta e -1 matriz inversa, ¢ feita
pelo método dos minimos quadrados ndo lineares, existem trés variantes do método da
linearizacdo, um utilizando o operador Jacobiano, um utilizando o operador Hessiano e outro
usando uma combina¢do dos dois. Donaldson e Schnabel (1985) concluem que o método que
utiliza o operador Jacobiano ¢ preferivel, pois ¢ mais simples, demanda menor poder
computacional, ¢ numericamente mais estavel e tdo preciso quanto os outros métodos.

Partindo desta conclusdo, utilizaremos o primeiro método como forma de estimar o
intervalo de confianga em uma regressao nao linear.

De acordo com Chryssolouris, Lee ¢ Ramsey (1996), considerando um modelo para um

. ., . . *
sistema qualquer f(x,6*), sendo x as entradas do modelo (varidveis independentes) e &
representa os verdadeiros valores dos estimadores €. Assume-se que o erro e associado ao

modelo ¢ independente e, com variancia o’e possui distribuicao normal tal que N(0, 62). Para
n observacdes, tais que 1 = 1, 2,...,n, o sistema ¢ representado pela Eq. 7:

Vi =f(xi,c9*)+ei,i=l,2,...,n (7

A estimativa por minimos quadrados de 6 é 6, obtida através da minimizagdo da
funcao de erro, expressa na Eq. 8.

S0)= 2 [y~ 0)F ®)

onde y; = f(xi,é)

Sendo o modelo um bom estimador do sistema, entdo teremos 6 ~ 6*. Logo, podemos

linearizar o modelo aplicando a série de Taylor nas imediagdes de #”, de acordo com as Egs. 9 e
10.

~

£(x;.0)=flx;, 07 )+ £ (007 ©)

T =

(o)

o(x;,0) of(x;,0%)  of(x;,0)

, i (10)
o0; 003 00"

Derivado das expressdes acima, o erro pontual entre o valor do y observado e do ¥
estimado ¢ dado pelas Eqgs. 11 e 12.

Yo 'S\’o Yo 'f(xoae*)'foT(é'e*):eo 'foT(é'e*) (11)



Ely, - o)~ Ele, ) £ E[@-0")]~0 (12)

Considerando a independéncia estatistica entre & e o termo de erro, a Eq. 13 exprime
variancia esperada entre y e y.

var[y, -§10]zvar[eo]-var|_f0T (9-0*)J (13)

A matriz Jacobiana F-(é), de acordo com Ungar, De Veaux e Rosengarten (1994), ¢
representada pela Eq. 14

F.(é)_{w} (14)
06,

ou sua expansdo, de acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), acarreta na Eq. 15

of(x,0)  of(x,0)  afi(x,0) |
o6, 06, 00,
0fy(x.0) 0fy(x,0)  0fy(x2,0)
F-(0)= 06, 06, 00, (15)
ofy(xy,0) Ofy(x,.0) 0y (x,.0)
26, 00, 00,

Segundo Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), o erro e, pode ser aproximado por uma

distribuigdo normal tal que e, ~N(O,021) onde I é a matriz identidade e o termo & pode ser
aproximado por uma distribuicdo normal tal que (9-¢9*)~N(0,0'2 [F-(HA)T F(é)]'l), entao
var(y, - Vo) = o +o? AN ~F~)’1fo. Também, segundo os mesmos, temos um estimador s’

para a variancia o’ que segue uma distribuicao t de Student ¢ calculado pela Eq. 16

y- 1.0

n-p

82:‘

(16)

sendo n € o numero de amostras e p o nimero de parametros 0.
Assim, teremos um intervalo de confianga IC, considerando uma distribuigao t de Student
com n — p graus de liberdade e grau de confianca « ¢ calculado pela Eq. 17.
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IC=t:/_2p s(L+f) ET-(Q)F-(0) ' £,)2 (17)

3. INTERVALO DE CONFIANCA PARA REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Apresentamos uma rede neural artificial do tipo mutilayer perceptron constituida por trés
camadas (entrada, intermediaria e saida), com dois neurdnios de entrada (X;, X;), quatro
neurdnios na camada intermediaria (h;, h, e h; e hy) e um neurénio de saida (y). Na Fig. 3,
incluimos a representagdo dos pesos sinapticos (wj;) e as fungdes de ativagdo dos neurdnios (f).

Figura 3: Rede neural multilayer perceptron com uma camada intermedidria

A rede neural esquematizada pode ser representada pela Eq. 18.

4 2
y:fs( Z ijh[-glwiniJ ) (18)

j=1

Como podemos observar, a fungdo y é dependente das entradas x; e dos pesos, w; e w;.
Estes, por sua vez, sdo ndo lineares, uma vez que variam conforme as equacoes fj, e f;. Logo, os

pesos w sdo equivalentes aos parametros 0 da regressao nao linear apresentada na secdo
anterior. Segundo Oliveira, Montini e Bergman (2007), métodos que fornecem intervalos de
predicdo assintoticos para regressdo ndo linear podem, em teoria, ser aplicados diretamente a
redes neurais. Desta forma, podemos calcular o intervalo de confianca para uma estimativa feita
pela fungdo y = f(x, w) através da expressao apresentada previamente.

A rede pode apresentar varias camadas ocultas. Escolhemos uma rede com trés camadas
pela simplicidade do tratamento matematico, bem como pela conseqiiéncia do Teorema de
Kolmogorov-Nielsen, onde a mesma pode aproximar qualquer fun¢do ndo linear continua e
diferengavel, ao menos localmente, o que decorre que a rede tem capacidade de modelar o
mercado (no nosso caso, imobiliério).

Considerando as que as fungdes de ativagdo sejam a linear e a sigmoide logistica, dadas
pelas Egs. 19 ¢ 20

fs(x) =x (19)



1

l+e™™

(20)

f (x) =
obtemos a fung¢ao resposta para Y, em funcao dos pesos e das entradas, acordo com Eq. 21:

Y= Wi + W2 + M + W4 (21)
1+ e'(WnXl +w,X,) 1+ e'(WnXl + Wy, X) 1+ e'(W13X1 + W, X,) 1+ e'(WMXl +w,,X,)

O modelo acima pode ser utilizado para calcular as saidas y dadas as variaveis de
entrada, X1 € Xo. Busca-se entao os pesos Sil’léptiCOS Wi, Wa, W3, W4, W11, W12, W13, W14, W21, W22,
W23, Wag que fornegam a melhor aproximagdo para a variavel de saida.

Consideremos o conjunto de dados apresentado na Tab. 1.

Tabela 1: Dados para treinamento de rede neural

y X] X
473,68 2,00 665,00
600,00 3,00 600,00
675,00 3,00 600,00
675,00 3,00 600,00
670,53 3,00 604,00
670,53 3,00 604,00
691,75 3,00 618,00
750,00 3,00 630,00
261,90 2,00 1.890,00
951,34 3,00 596,00
983,19 3,00 595,00
898,62 3,00 651,00
504,40 3,00 1.249,00

1.270,59 4,00 595,00
85,96 1,00 8.900,00
1.554,28 4,00 608,00
1.813,95 4,00 645,00
3.450,00 5,00 600,00
225,00 1,00 10.000,00
288,00 1,00 10.000,00

1.598,89 3,00 2.533,00
1.928,57 4,00 2.100,00
2.571,43 4,00 2.100,00

424,53 2,00 742,00
680,67 3,00 595,00
639,20 3,00 704,00
1.111,76 3,00 425,00
780,99 3,00 605,00
832,46 3,00 573,00
831,93 3,00 595,00

Faz-se o treinamento, obtendo os pesos sinapticos apresentados na Tab. 2 a seguir.



Tab. 2: Pesos sindpticos da rede

Peso Valor
wl -0,355948
w2 0,238536
w3 0,441313
wd -0,416180

wll 0,455222

wl2 -0,266306

wl3 -0,443213

wl4 -0,350105

w21 0,424081

w22 0,583436

w23 0,168560

w24 -0,173391

Tomando como ponto de partida a Eq. 22, calculando-se as derivadas necessarias para as
Eq. 10 e 16, obtemos a forma analitica da expressao do Intervalo de Confianga. Como trata-se de
um intervalo para uma estimativa pontual, adotamos x; = 3 e x, = 1.000,00, resultando em um y
=936,64.

Tendo-se os dados de treinamento ¢ possivel calcular s pela Eq. 17, sendo s = 232,42.
Tomando estes, bem como os valores x; € X, da estimativa pontual, € possivel calcular o termo

1

foT(FT (O)F-(9))! f, e, por conseqiiéncia, o termo (1+f0T (F'-(0)F-(9))! f,)2, cujo valor ¢
1,1547.

a
Considerando-se um nivel de confianca de 95%, determina-se o termo té pela

n-p
distribuicao t de Student, sendo o valor 0,461968.
Com os termos determinados, através da Eq. 18 chega-se ao intervalo de confianca para a
estimativa pontual para as variaveis de entrada x; = 3 e x, = 1.000,00 e resultado y = 936,64.

IC =123,98

y=936,64 + 123,98

Na avaliacdo de um imovel urbano, as variaveis x; € X, poderiam ser, por exemplo, a
localizacdo e area, sendo y o valor unitario. Em um imdvel rural, as mesmas poderiam ser o
Indice Agrondmico e a area. Para uma maquina, poderiamos ter a poténcia e a idade.

4. CONCLUSOES

A determinagdo de intervalos de confianga em redes neurais artificiais ¢ fundamental
para analisar a confiabilidade de predigdes advindas das mesmas. Para o caso especifico da
engenharia de avaliagdes, as normas que regem os procedimentos avaliatorios tomam como base
o intervalo de confianca para determinar a precisao da avaliagao.

O método de célculo exposto neste artigo demanda relativo esfor¢o matematico,
sobretudo no emprego de derivadas parciais de equagdes complexas e calculo matricial. Também
exige o conhecimento detalhado da arquitetura da rede treinada, inclusos ai nimero de camadas
intermedidrias, nimero de neur6nios nas camadas, pesos sinapticos e fungdes de ativacao.



No entanto, tais esfor¢os sdo compensados, a medida que ¢ possivel inferir a
confiabilidade da rede treinada com finalidade de avaliagdo, permitindo ao avaliador determinar
se a mesma apresenta grau de precisdo adequado.

O intervalo de confianca também se presta a analisar se a arquitetura da rede treinada, a
qual ¢ definida a priori, ¢ adequada a resolucao do problema e obtencao do valor perseguido.

Naturalmente, as hipdteses adotados no método apresentado podem trazer alguma
distor¢ao no calculo dos intervalos de confianga, sobretudo na ado¢do da premissa de erros com
distribuicdo normal e no calculo de matrizes, onde pode haver necessidade de hipoteses
adicionais. Entretanto, acreditamos que tais inconvenientes ndo o desmerecam, e, considerando
que as redes neurais artificiais sdo uma metodologia emergente no campo da engenharia de
avaliagoes, o célculo do intervalo de confianca para valores preditos pelas mesmas € primordial
para seu bom uso.

Enfim, existem dois problemas no célculo do intervalo de confian¢a em redes neurais. O
primeiro ¢ inerente a formulagdo matematica das mesmas. Segundo Geman, Bienenstock e
Doursat (1992), redes neurais com grande poder de generalizacdo usualmente apresentam
elevada variancia, acarretando que, para boas estimativas pontuais, paga-se o preco de maior
intervalo de confianca. Outro ponto, de acordo com Chryssolouris, Lee ¢ Ramsey (1996), ¢ de
que ocorre uma subestimativa dos graus de liberdade em redes neurais, uma vez que as mesmas
sdo treinadas com mais parametros do que o necessario.

Fica como recomendagdo para futuros trabalhos, o calculo de intervalos de confianga em
redes neurais utilizando os métodos bootstrap ¢ de méxima verossimilhangca e sua comparacao
com o método da regressao ndo linear.
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