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RESUMO  

As redes neurais artificiais são uma metodologia emergente na avaliação de bens, em geral, e de imóveis, 
em particular. No entanto, o emprego desta técnica fornece estimativas pontuais de valor. É importante, 
na maioria das aplicações, especialmente na avaliação, uma estimativa da confiabilidade do valor 
calculado, o intervalo de confiança. Neste artigo, será apresentada uma metodologia para o cálculo do 
intervalo de confiança de um valor pontual estimado, considerando a rede neural inferida como uma 
regressão não linear múltipla.  
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Confidence interval determination on artificial neural networks  
 

ABSTRACT  

Artificial neural networks are an emergent methodology on asset appraisal, in general, and real estate, in 
particular. However, this technique provides a punctual estimative of value. It is important, in most 
applications, specially in appraisal, a reliability estimate of the calculated value, the confidence interval. 
In this paper, a methodology to calculate confidence interval for an estimated punctual value will be 
presented, considering the infered neural network as a multiple nonlinear regression.  
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1. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 
 

Segundo Gonzáles e Formoso (2000), redes neurais artificiais são modelos 
computacionais que buscam emular o cérebro humano em sua forma de processar informações. 
Elas são estruturalmente compostas por um conjunto de múltiplos processadores (unidades), 
cada qual tendo uma pequena quantidade de memória, ligados entre si por canais de 
comunicação (conectores), que tem a capacidade de transmitir dados numéricos, codificados em 
vários formatos (sinais), à semelhança do neurônio humano. As unidades operam apenas seus 
dados locais e suas entradas ocorrem pelas conexões. 

O modelo básico de uma rede neural artificial trata-se de uma série de neurônios de 
entrada (camada de entrada), os quais são responsáveis pelo primeiro processamento, utilizando 
funções matemáticas e pesos e por um ou mais neurônios de saída (camada de saída), onde são 
passadas as variáveis resposta. 

O modelo de rede neural artificial mais difundido é o perceptron de múltiplas camadas, 
também conhecido como multilayer perceptron. Este modelo consiste na utilização de camadas 
de neurônios artificiais, sendo uma de entrada, uma de saída e uma série de intermediárias, 
também conhecidas como hidden layers. Dependendo do tipo de problema, pode-se usar diversas 
camadas intermediárias, muito embora, de acordo com o Teorema de Kolmogorv-Nielsen, 
qualquer função não linear contínua pode ser aproximada por uma rede multilayer perceptron 
com uma camada intermediária.  

A Fig. 1 mostra uma configuração básica de rede neural multilayer perceptron com uma 
camada intermediária 
 

Fig. 1: Rede neural multilayer perceptron com 1 camada oculta 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Para as ligações entre dois neurônios i e j, teremos um peso específico associado a 
conexão, wij. Para cada neurônio, existe uma função de ativação. No caso das multilayer 
perceptron, as mais usadas são a linear, y = x e a sigmóide logística, representada pela Eq. 1. 
 
    
         (1) 
 
 

Segundo Guedes (2001), é necessário treinar a rede neural, ou seja, apresentam-se pares 
de dados de entrada e saída, permitindo a ela fazer associações descobrindo assim a existência de 
algum padrão de comportamento. 
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O treinamento de uma rede multilayer perceptron é feito pelo algoritmo de 
retropropagação, também conhecido com regra delta generalizada. Ela consiste em ajustar os 
pesos wij, conforme as entradas xp (x1, x2,...,xp) e saídas yk (y1, y2,...,yk). Uma descrição 
detalhada pode ser encontrada em Guedes (2001), Azevedo, Brasil e Oliveira (2000) e Braga, 
Carvalho e Ludemir (2003). 
 
 
2. INTERVALO DE CONFIANÇA 
 
2.1 Conceito 
 

O intervalo de confiança é um intervalo estimado para um parâmetro estatístico (por 
exemplo, a média) e trata-se de um indicador de confiabilidade de uma estimativa. Em sentido 
estrito, o intervalo de confiança para um parâmetro populacional é um intervalo com proporção p 
associada (sendo 0 ≤ p ≤ 1), gerada por uma amostra aleatória de uma população subjacente, de 
tal forma que se a amostra for repetida inúmeras vezes e o intervalo de confiança for recalculado 
para cada amostra através do mesmo método, uma proporção p dos intervalos de confiança 
conteria o parâmetro estatístico em análise. 

De acordo com Pires (2000), para uma amostra com média e variância conhecidas, sendo 
x  a média observada de uma amostra aleatória de dimensão n de uma população normal (ou de 
uma população qualquer desde que n seja grande , sendo que neste caso o intervalo de confiança 
será aproximado), com variância conhecida 2σ , um intervalo de confiança a 100 x (1– α)% para 
µ (o verdadeiro valor do parâmetro estimado) é dado pela Eq. 2: 
 
            (2) 
 
  
 A Fig. 2, extraída de Dybowski e Roberts (2001) ilustra o conceito de intervalo de 
confiança. 
 

Fig. 2: Intervalo de confiança amostral em uma população 
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2.2. Intervalo de Confiança para Regressão Linear 
 
 A regressão linear é uma técnica estatística que busca relacionar uma determinada 
variável – denominada variável dependente – com uma série de variáveis – denominadas 
independentes – que guardam com aquela uma relação de pertinência, de acordo com Eq. 3: 
 
     yi = w1xi1 + w2xi2 + w3xi3 + ... + wkxik + ei,  i = 1, 2,...,n     (3) 
 
sendo yi a variável dependente Bj os regressores a serem determinados e wik as variáveis 
independentes ou explicativas. 
 A teoria e as técnicas de regressão linear são descritas em Dantas (1999) e Gujarati 
(2000).  

Considerando-se um valor estimado hŷ = w1x1h + w2x2h +... + wixih, sendo hŷ  o valor 

estimado para hy , o vetor (x1h,...,xih) dos valores para cada uma das variáveis independentes e 

considerando )ys( hˆ o desvio padrão relativo a estimativa de hŷ , S1 o desvio padrão dos resíduos 
do modelo, n o número de amostras utilizado na determinação do modelo, s(wi) o desvio padrão 
do regressor i, hix as médias para cada variável independente e cov(wi,wl), sendo (l, i = 1, 2, ..., 
k, l < i), teremos as Eq. 4 e 5: 
 
 
            (4) 
 
 
 Em notação matricial, temos: 
 
 
            (5) 
 
 
2.3. Intervalo de Confiança para Regressão Não Linear 
 
 Uma função de regressão do tipo y = f(x, ) θ quando a função que apresenta os melhores 

estimadores para y, tal que: y = f( ii e  ,x +)θ̂ , sendo i = 1, 2,...,n, ei é um termo estocástico de erro 

e θ̂  é não linear, ou seja, a função y não pode ser representada pela Eq. 6. 
 

     y = f( θ̂ ,x i ) = ∑
=

p

1  j
jijx θ̂ , com j = 1, 2, ...p.      (6) 

 
 De acordo com Donaldson e Schnabel (1985), existem três métodos para se determinar o 
intervalo de confiança para uma regressão não linear: 
 

• Linearização dos regressores; 
• Máxima verossimilhança; 
• Bootstrap. 
 
Ainda de acordo com os autores, o método da linearização dos regressores é o mais 

freqüentemente utilizado, pois requer menor poder computacional e produz resultados de mais 
fácil interpretação. Todavia, produz subestimativas dos intervalos de confiança. Os outros 
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métodos, apesar de apresentar estimativas melhores, requerem grande poder de computação e 
produzem resultados que muitas vezes são difíceis de interpretar. 

Neste âmbito, estudaremos o método da linearização para a determinação de intervalos de 
confiança m regressões lineares. Ainda, na linha dos autores, quando a determinação dos 

parâmetrosθ̂ ( ) 





 =

−
YXXX  TT 1

θ̂ , sendo X a matriz das variáveis independentes, Y a matriz das 

variáveis dependentes e as notações T indicando matriz transposta e -1 matriz inversa, é feita 
pelo método dos mínimos quadrados não lineares, existem três variantes do método da 
linearização, um utilizando o operador Jacobiano, um utilizando o operador Hessiano e outro 
usando uma combinação dos dois. Donaldson e Schnabel (1985) concluem que o método que 
utiliza o operador Jacobiano é preferível, pois é mais simples, demanda menor poder 
computacional, é numericamente mais estável e tão preciso quanto os outros métodos. 

Partindo desta conclusão, utilizaremos o primeiro método como forma de estimar o 
intervalo de confiança em uma regressão não linear. 

De acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), considerando um modelo para um 

sistema qualquer *)f(x,θ , sendo x as entradas do modelo (variáveis independentes) e ∗θ  
representa os verdadeiros valores dos estimadores θ . Assume-se que o erro e associado ao 

modelo é independente e, com variância 2σ  e possui distribuição normal tal que N(0, 2σ ). Para 
n observações, tais que i = 1, 2,...,n, o sistema é representado pela Eq. 7: 

 
 
            (7) 
 

 A estimativa por mínimos quadrados de ∗θ  é θ̂ , obtida através da minimização da 
função de erro, expressa na Eq. 8. 
 
 
            (8) 
 
 

 onde ( )θ̂,ˆ ii xf  y =  
 

 Sendo o modelo um bom estimador do sistema, então teremos θ̂ ≈  ∗θ . Logo, podemos 

linearizar o modelo aplicando a série de Taylor nas imediações de ∗θ , de acordo com as Eqs. 9 e 
10. 
 
 
                 (9) 
 
 
            (10) 
 
 
 Derivado das expressões acima, o erro pontual entre o valor do y observado e do ŷ  
estimado é dado pelas Eqs. 11 e 12. 
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            (12) 
 

 Considerando a independência estatística entre θ̂  e o termo de erro, a Eq. 13 exprime 
variância esperada entre y e ŷ . 
 
            (13) 
 
 

 A matriz Jacobiana )(F θ̂⋅ , de acordo com Ungar, De Veaux e Rosengarten (1994), é 
representada pela Eq. 14 
 
  
            (14) 
 
 
ou sua expansão, de acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), acarreta na Eq. 15 
 
 
 
 
 
 
            (15) 
 
 
 
 
 
 
 
 Segundo Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), o erro eo pode ser aproximado por uma 

distribuição normal tal que I)N(0, ~ e 2
o σ  onde I é a matriz identidade e o termo θ̂  pode ser 

aproximado por uma distribuição normal tal que ))]F( )([FN(0, ~ ) - ( -1T2 θθσθθ ˆˆˆ ⋅∗ , então 

o
-1TT

o
22

oo )F(F       )y - var(y ff ⋅⋅+≈ σσˆ . Também, segundo os mesmos, temos um estimador s2 

para a variância 2σ  que segue uma distribuição t de Student é calculado pela Eq. 16 
 
  
            (16) 
 
 

sendo n é o número de amostras e p o número de parâmetros θ̂ . 
 Assim, teremos um intervalo de confiança IC, considerando uma distribuição t de Student 
com n – p graus de liberdade e grau de confiança α  é calculado pela Eq. 17. 
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            (17) 
 
 

3. INTERVALO DE CONFIANÇA PARA REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 

 Apresentamos uma rede neural artificial do tipo mutilayer perceptron constituída por três 
camadas (entrada, intermediária e saída), com dois neurônios de entrada (x1, x2), quatro 
neurônios na camada intermediária (h1, h2 e h3 e h4) e um neurônio de saída (y). Na Fig. 3, 
incluímos a representação dos pesos sinápticos (wij) e as funções de ativação dos neurônios (f). 
 

Figura 3: Rede neural multilayer perceptron com uma camada intermediária 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 A rede neural esquematizada pode ser representada pela Eq. 18. 
 
 
            (18)
        
  
 Como podemos observar, a função y é dependente das entradas xi e dos pesos, wi e wj. 
Estes, por sua vez, são não lineares, uma vez que variam conforme as equações fh e fs. Logo, os 

pesos w são equivalentes aos parâmetros θ̂  da regressão não linear apresentada na seção 
anterior. Segundo Oliveira, Montini e Bergman (2007), métodos que fornecem intervalos de 
predição assintóticos para regressão não linear podem, em teoria, ser aplicados diretamente a 
redes neurais. Desta forma, podemos calcular o intervalo de confiança para uma estimativa feita 
pela função y = f(x, w) através da expressão apresentada previamente. 
 A rede pode apresentar várias camadas ocultas. Escolhemos uma rede com três camadas 
pela simplicidade do tratamento matemático, bem como pela conseqüência do Teorema de 
Kolmogorov-Nielsen, onde a mesma pode aproximar qualquer função não linear contínua e 
diferençável, ao menos localmente, o que decorre que a rede tem capacidade de modelar o 
mercado (no nosso caso, imobiliário). 
 Considerando as que as funções de ativação sejam a linear e a sigmóide logística, dadas 
pelas Eqs. 19 e 20 
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            (20) 
 
 
obtemos a função resposta para Y, em função dos pesos e das entradas, acordo com Eq. 21: 
 
      
            (21) 
 
             
 O modelo acima pode ser utilizado para calcular as saídas y dadas as variáveis de 
entrada, x1 e x2. Busca-se então os pesos sinápticos w1, w2, w3, w4, w11, w12, w13, w14, w21, w22, 
w23, w24 que forneçam a melhor aproximação para a variável de saída. 
 Consideremos o conjunto de dados apresentado na Tab. 1. 
 
 

Tabela 1: Dados para treinamento de rede neural 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Faz-se o treinamento, obtendo os pesos sinápticos apresentados na Tab. 2 a seguir. 

y x1 x2 
473,68 2,00 665,00 
600,00 3,00 600,00 
675,00 3,00 600,00 
675,00 3,00 600,00 
670,53 3,00 604,00 
670,53 3,00 604,00 
691,75 3,00 618,00 
750,00 3,00 630,00 
261,90 2,00 1.890,00 
951,34 3,00 596,00 
983,19 3,00 595,00 
898,62 3,00 651,00 
504,40 3,00 1.249,00 
1.270,59 4,00 595,00 
85,96 1,00 8.900,00 

1.554,28 4,00 608,00 
1.813,95 4,00 645,00 
3.450,00 5,00 600,00 
225,00 1,00 10.000,00 
288,00 1,00 10.000,00 
1.598,89 3,00 2.533,00 
1.928,57 4,00 2.100,00 
2.571,43 4,00 2.100,00 
424,53 2,00 742,00 
680,67 3,00 595,00 
639,20 3,00 704,00 
1.111,76 3,00 425,00 
780,99 3,00 605,00 
832,46 3,00 573,00 
831,93 3,00 595,00 
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Tab. 2: Pesos sinápticos da rede 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Tomando como ponto de partida a Eq. 22, calculando-se as derivadas necessárias para as 
Eq. 10 e 16, obtemos a forma analítica da expressão do Intervalo de Confiança. Como trata-se de 
um intervalo para uma estimativa pontual, adotamos x1 = 3 e x2 = 1.000,00, resultando em um y 
= 936,64. 
 Tendo-se os dados de treinamento é possível calcular s pela Eq. 17, sendo s = 232,42. 
Tomando estes, bem como os valores x1 e x2 da estimativa pontual, é possível calcular o termo 

o
-1TT

o  ))F (F ff θθ ˆ()ˆ( ⋅⋅  e, por conseqüência, o termo 2

1

o
1-TT

o ) ))F (F  (1 ff θθ ˆ()ˆ( ⋅⋅+ , cujo valor é 

1,1547. 

 Considerando-se um nível de confiança de 95%, determina-se o termo 2
p -n t

α
 pela 

distribuição t de Student, sendo o valor 0,461968. 
 Com os termos determinados, através da Eq. 18 chega-se ao intervalo de confiança para a 
estimativa pontual para as variáveis de entrada x1 = 3 e x2 = 1.000,00 e resultado y = 936,64. 
 
     IC = 123,98 

     y = 936,64 E 123,98 

 Na avaliação de um imóvel urbano, as variáveis x1 e x2 poderiam ser, por exemplo, a 
localização e área, sendo y o valor unitário. Em um imóvel rural, as mesmas poderiam ser o 
Índice Agronômico e a área. Para uma máquina, poderíamos ter a potência e a idade. 
 
 
4. CONCLUSÕES 
 
  A determinação de intervalos de confiança em redes neurais artificiais é fundamental 
para analisar a confiabilidade de predições advindas das mesmas. Para o caso específico da 
engenharia de avaliações, as normas que regem os procedimentos avaliatórios tomam como base 
o intervalo de confiança para determinar a precisão da avaliação. 
 O método de cálculo exposto neste artigo demanda relativo esforço matemático, 
sobretudo no emprego de derivadas parciais de equações complexas e cálculo matricial. Também 
exige o conhecimento detalhado da arquitetura da rede treinada, inclusos aí número de camadas 
intermediárias, número de neurônios nas camadas, pesos sinápticos e funções de ativação. 

Peso Valor 
w1 -0,355948 
w2 0,238536 
w3 0,441313 
w4 -0,416180 
w11 0,455222 
w12 -0,266306 
w13 -0,443213 
w14 -0,350105 
w21 0,424081 
w22 0,583436 
w23 0,168560 
w24 -0,173391 
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 No entanto, tais esforços são compensados, a medida que é possível inferir a 
confiabilidade da rede treinada com finalidade de avaliação, permitindo ao avaliador determinar 
se a mesma apresenta grau de precisão adequado. 
 O intervalo de confiança também se presta a analisar se a arquitetura da rede treinada, a 
qual é definida a priori, é adequada à resolução do problema e obtenção do valor perseguido. 
 Naturalmente, as hipóteses adotados no método apresentado podem trazer alguma 
distorção no cálculo dos intervalos de confiança, sobretudo na adoção da premissa de erros com 
distribuição normal e no cálculo de matrizes, onde pode haver necessidade de hipóteses 
adicionais. Entretanto, acreditamos que tais inconvenientes não o desmereçam, e, considerando 
que as redes neurais artificiais são uma metodologia emergente no campo da engenharia de 
avaliações, o cálculo do intervalo de confiança para valores preditos pelas mesmas é primordial 
para seu bom uso. 
 Enfim, existem dois problemas no cálculo do intervalo de confiança em redes neurais. O 
primeiro é inerente a formulação matemática das mesmas. Segundo Geman, Bienenstock e 
Doursat (1992), redes neurais com grande poder de generalização usualmente apresentam 
elevada variância, acarretando que, para boas estimativas pontuais, paga-se o preço de maior 
intervalo de confiança. Outro ponto, de acordo com Chryssolouris, Lee e Ramsey (1996), é de 
que ocorre uma subestimativa dos graus de liberdade em redes neurais, uma vez que as mesmas 
são treinadas com mais parâmetros do que o necessário. 
 Fica como recomendação para futuros trabalhos, o cálculo de intervalos de confiança em 
redes neurais utilizando os métodos bootstrap e de máxima verossimilhança e sua comparação 
com o método da regressão não linear. 
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